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ETH Ziirich
Ubungsaufgaben zu den Kurzfragen

Grundlagen Algebra

1. Vereinfachen Sie den Term so weit wie moglich:

2a-+4
(a) 2

Losung:
20+4 2
a2 +4a+4 a+2

(b) (a2-16)"

(a—4)® ~
Losung:
a? - 16)°
Eo
(a—4)
4a%-36
(C) a;ia712'
Losung:
4a® — 36 a—3

2—a—12 a—4

2. Berechnen und vereinfachen Sie das Resultat so weit wie moglich:

(a) st

Losung:

922 + 6x + 1 _3m+1

6x + 2 )
2 222
(b) T—3  z2—4z+3"
Lésung:
2x 22 _ 2x
r—3 22—4z+3  (z-3)(z—1)
r—1 x+2 z+3
(©) =%t 546 — 7o
Losung:
rz—1 T+ 2 z+3 3x2 — 4z — 28

-8 2216 22 —br—24 22— 10z 48
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3. Bestimmen Sie die Losungsmenge L. C R folgender Gleichungen:

(a) 2®—2a+5 =0.

Lésung:
1 2 8
- (8—=32)"=0 L=<-
L (8- an) - {3}
2 5 1 _
Lésung:

é(Zaz—l)(Sx—l)zO N L:{;, ;}
() z*—12z+18=0.

Lésung:

Mitternachtsformel = L= {6 —3V2, 6+3V2 }

4. Bestimmen Sie die Losungsmenge I C R folgender Gleichungen:
(a) 122% — 81z% = 21.

Losung:
3(2-7) (42*+1)=0 = L—{—f?, ﬁ}

(b) 3z —5yr—8=0.

Losung:
(Vz+1)(3yz—8) =0 = L:{}
© () -6=(=)

Losung:

T
Substitution von u =

liefert u? —u —6= (u+2)(u—3) =0

=uc {-2, 3}
Resubstitution liefert L = {—3, 17}.
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Ubungsaufgaben zu den Kurzfragen

5. Bestimmen Sie die Losungsmenge I C R folgender Gleichungen:
(a) % —32% — 28z = 0.
Lésung:
2(z—T)(z+4)=0 = L={-4,0 7}
(b) (2% — bz? — 24z) (z* — 16) = 0.
Lésung:
z(x—8)(z—2)(x+2)(z+3)(z*+4) =0 = L=1{-3 -2 0,2 8}
(c) (x—3)°=zx(x—3)"(x+5).

Lésung: x — 3 steht auf beiden Seiten, deshalb ist 3 eine Losung. Dividiert man beide Seiten durch
(z — 3)?, steht noch das Polynom (x + 3)(z + 1) = 0. Deshalb ist L = {-3, —1, 3}.
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Rechnen mit komplexen Zahlen

1. Es sei z € C. Berechnen Sie die Normalform z = a + b fur:

(a) z:?

Losung: z = —1 — 2i.
(b) 2= (2+3i)(3 — 50).
Losung: z =21 — 1.

(C) y = 4-51

4451 "
Losung: z = —% — %i.
(d) 2= (2—)"

Losung: z = —7 — 244.

2. Es sei z € C. Berechnen Sie den Imaginéarteil Im(z) fiir:

Liosung: Im(z) = —0.5.

(b) y = 3421

143 °

Losung: Tm(z) = —0.5.

3. Es sei z € C. Berechnen Sie die Polarform z = r(cos(y) + isin(yp)) fiir:
(a) z=+3+i.
Lésung: = = 2(cos(30°) + i sin(30°)).
(b) z=—1+44L.
Lésung: = = cos(120°) + i sin(120°).
(c) z=(1—1)°

Losung: z = 8(cos(90°) + isin(90°)) = 8i.

17. November 2020 5/18



ETH Zirich

Ubungsaufgaben zu den Kurzfragen

Exponential- und Logarithmusfunktionen

1. Single Choice: Berechnen Sie z und kreuzen Sie an.

8 =16, =7
2
3
3
1
4
3
Losungsweg:
log,(16) _ 4
 logy(8) 3
3
5
anderes.

2. Single Choice: Berechnen Sie  und kreuzen Sie an.

o 0O 0o O

6/18

270.2

005 3 =1

0.1.

Losungsweg:
270.2 3
x = logg (9025) = 0.2log; (27) — 0.251og4 (9) = 5

0.05.
—0.05.
—1.

anderes.
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3. Single Choice: Berechnen Sie x und kreuzen Sie an.

1
1675 > =0" 0 ="
bs - b7 3
0 1.
=l
o L
0 —1.
X anderes.
Losungsweg:
lb_% = b b GhE = b
bs . b—3

4. Single Choice: Berechnen Sie und kreuzen Sie an.

VB _,
7=
O V.
O 2.
O V2.
X V2.
Lésungsweg:
gziézzgzzz—g:?ﬁ

[l anderes.
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5. Bestimmen Sie die Losungen folgender Gleichungen.

Ein Resultat der Form IISEEZ)) ist in Ordnung.

(a) 23x+1 — 633—1‘

log(12)
log(0.75)

Lésung: Mit der Identitét log(a®) = blog(a) folgt x =

(b) 5% - 3% = 1000.

log(1000)
log(45) -

Losung: x =

() 3°2=4.5"%

log(180)
log(375) *

Lésung: Mit den Identititen log(a®) = blog(a) und log(22) = log(a)+log(b) —log(c) folgt x =

o
(d) 6-295 = 5.67+2,
Lésung: Mit den Identitéten log(a’) = blog(a) und log(%2) = log(a) + log(b) — log(c) folgt = =
_ log(960)

log(3) -

() 4.27432=14°.

Lésung: Mit der Substitution v = 2% und folgt x = 3. Beachte, dass der Logarithmus nur fiir positive

Argumente Losungen hat.

6. Berechnen Sie:

(a) log, (55)-
Lésung: -11.

(b) log, (3222).
Lésung: 12.5.

(c) log, (ﬁ)

Losung: -1.5.

(d) 431log4(6)

Losung: 216.
(e) logy (log10 (10V 1000)).
Losung: 1.5.
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7. Fassen Sie zu einem Logarithmus zusammen:
(a) In(a®)+1n(a2)—In(Va).

Lésung: 2 In(a).
(b) 2log,(8) — log,(4) + 4log,(3).

Lisung: log, (1296).

8. Bestimmen Sie die Losungsmenge I C R folgender Gleichungen:
(a) In(z*) —In(x — 3) = 81In(2) — In(16).

Lésung: Nach zusammenfassen der Logarithmen und Vergleich der Argumente von In folgt aus der
Gleichung (x — 12)(z — 4) =0, dass L = {4, 12}.

(b) In(z)® —5In(z)? — 241n(z) = 0.

Losung: Nach der Substitution v = In(x) folgt v € {—3, 0, 8}. Nach Riicksubstitution folgt
L={e3 1, e8}.

(c) lg(9z+5)—lg(x) =1.
Lésung: Nach zusammenfassen des Logarithmus lg und Vergleich des Arguments mit 1 = Ig(10)

folgt L = {5}.

9. Single Choice: Berechnen Sie und kreuzen Sie an.

1
In— =7
"

X  —21In(2).
Losungsweg:
lni =1In(1) — In(4) = In(2°) — In(2?) = —21n(2)
—31In(2).
1In(2).

21n(2).

O o 0o 0O

anderes.
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10. Single Choice: Berechnen Sie und kreuzen Sie an.

t

;ln(a) 2 ln(b) =7

)
)

a—Qb).

._
=
7 N
w‘w\»—t

Sl e

1

=

/N N

S

1
1115

In (%) )
Losungsweg:
#)

1 . )
ilna—an(b) =1Ina? —In(»*) =In <b2

In (y/ab?).

11. Single Choice: Berechnen Sie und kreuzen Sie an.

X O 0O O

10/18

In (2% +2°%) =7
21n (23).
In (6) + In ().
61n (z).
In(2) +3In(z).
Lésungsweg:
In (2° +2°%) =In (22°) =In(2) + In (2°) =In (2) + 3In ()

anderes.
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Analysis
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1. Bestimmen Sie die Ableitung f’(z) folgender Funktionen:

() flx)=2 +297.

Losung:

fla) ==+ —

522 1 322
(b)  f(x) = +vbx? —4x + 2.

Losung:

Losung:
) — _4x(x3—6x+1)
7'() T
(d) f(x) = —cos(z)sin(x).
Losung:

f'(z) = sin®(z) — cos®(x).

(e) f(z)=2cos*(z) + =2

cos(z)”
Losung:
flx) = ﬁ(x) — 4sin(z) cos(x) + x tan(x) cosl
(t) fla) = ! cos(y/az).
Losung:
,\_ sin(yam)
f (.T) - 2@ :
(8) flx) = —2nct.
Losung:
f’(x): 2%(%—1)
(h)  f(z)=In(2*+ 4z + 7).
Losung:
o 2z+4
(@) 2244+ 7
(i) flz)=2Va2+1.
Losung:
N 2
@) =7 =
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2. Single Choice: Der Graph

gehort zur Funktion, definiert durch:

_ 2z

|:| y_ x2-1"
4

% y: 3;2_3:_1'

Lisungsweg: Da x? 4+ 1 # 0 ist y fiir alle  definiert (nicht wie (a)). Im Nenner steht 4z, darum ist
y < 0 fir z < 0 (nicht wie (¢)) und y = 0 fiir x = 0 (nicht wie (d)).

__ 10z?
O Y= 27
_ 2x+2
O Y= 17

3. Parabeln und Flacheninhalt.Die Punkte P (4|?) und @ (—2|7) liegen auf der Parabel
f(z) = y = 32® + 1. Die Sekante durch P und @ schneidet ein Parabelsegment ab.
Berechnen Sie den Fliacheninhalt A des entstehenden Parabelsegments.

Lésung: Die Gerade durch die Punkte P und @ ist gegeben durch

1
g(x) = 5% +3.

Der Fléheninhalt bekommt man durch Integration der Differenz von der Parabel und der Geraden
zwischen den Punkten P und Q:

4 1 1
A:/ g(x)—f(x)dx:/ el oo
—2 2 4 2
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Grundlagen der Vektorgeometrie

1. Uberpriifen Sie rechnerisch: Liegen die Punkte A (3|8]9) und B (1] — 10| — 8) auf der
Geraden durch C (5]2]3) und D (4/5|6)7

Lésung: Die Gerade durch die Punkte C' und D ist gegeben durch

x(t) 5—t
g: T= (y(t)) =7c+t(Fp —Tc) = (2+3t) .
2(t) 3+ 3t

Damit ein Punkt auf der Geraden liegt, muss ¢ fiir alle Komponenten identisch sein. Somit liegt
Punkt A auf der Geraden (¢ = 2), nicht aber Punkt B.

2. Fiir welchen Wert von u stehen @ und b orthogonal zueinander?

(a) Fir die Vektoren
2 )
i= -7, ©=|[3
1 u

Lésung: Fir Orthogonalitat muss @ - b=0 gelten. Somit finden wir w:

2 5
—71-13]=10—-21+u=0 =3 u=11.
1 U

(b) Fur die Vektoren

=1l
S
Il

U . u+ 2
a= -1 1, b= 9
u—"17 u—+1

Lésung: Fir Orthogonalitat muss @ - b=0 gelten. Somit finden wir w:

U u—+ 2
6~5—<—1)~( 9 )—2(u—4)(u+2)—0 & u e {2, 4}.
u—"17 u—+1

3. Gegeben sind die Punkte A (—2|3| — 2) und B (—6| — 1|1). Fiir welche Punkte P der
x-Achse gilt ZAPB = 90°7

Lésung: Der Punkt auf der z-Achse ist gegeben durch P (x]0]|0). Fiir einen rechten Winkel muss
das Skalarprodukt zwischen den Verbindungsvektoren verschwinden.

—2—=x —6—z
FPA'FPB( 3 )( -1 )(a:+7)(:z:+1)0 & xe{-1, =7}

-2 1
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4. Gegeben ist die Gerade g durch die Punkte A (0[9/10) und B (9]9]19). Wie gross ist der
Abstand des Punktes P (3]|2|1) von der Geraden g?

Lésung: Die Gerade g ist gegeben durch

x(t) 9t
g: ’I?X: y(t) :FA+t(FB—FA): 9
2(t) 104+ 9¢
Der Abstand von Punkt P zu einem beliebigen Punkt X auf der Geraden g ist gegeben durch
9t -3
Fpx = 7 |. Der Betrag davon ist |[Fpx| = v/162t2 + 108t + 139. Um die Distanz zur Geraden
9+ 9t

zu finden, muss diese Distanz minimiert werden.

SUx@h=0 = r=-

1
3

5. Gegeben sind die Geraden ¢g und h. Untersuchen und begriinden Sie rechnerisch, ob
sich die beiden Geraden schneiden. Falls ja, berechnen Sie den Schnittpunkt S.

1.5 —4 1 -2
g: 7= \[425|+t|-6], h:7r=|-05]4+t| 5
1.75 7 3.5 0

Lésung: Damit sich die Geraden schneiden, muss gelten

1.5 —4 1 —2
425 | +t, | 6| =[-05] +tu| 5 |-
1.75 7 3.5 0

Durch die dritte Komponente finden wir, dass ¢, = 0.25. Durch ein lineares Gleichungssystem der
ersten und zweiten Komponenten finden wir ¢, = 0.5 und t, = 0.375. Weil wir zwei verschieden

Werte fiir ¢, bekommen, schneiden sich die Geraden nicht.
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6. Stellen Sie die Koordinatengleichung der Ebene

2 -1 0
E:r=|5|+ul 4 |+ov]|-2
-3 0 —6

auf.

Lésung: Der Normalenvektor ist gegeben durch

()-)-()-0

Die Paramter a, b und c in der Koordinatengleichung F : ax 4+ by 4+ cz = d sind gegeben durch die
Komponenten des Normalenvektors 7i. Durch einsetzen des Stiitzpunktes finden wir d:

d=ar+by+cz=-24-2—-6-5-2-3=-84.

Somit ist die Koordinatengleichung F : —24x — 6y + 2z = —84.

7. Bestimmen Sie den Durchstosspunkt folgender Ebene E und Geraden g¢:
E:2x—y+32=0, g:r=|—-41+t]-1

Liosung: Setze die Geradengleichung in die Koordinatengleichung der Ebene ein. Man findet

2B+2) — (~4-)+3(-1+8)=0 = t:—g.

Den Durchstosspunkt findet man durch Einsetzen in die Geradengleichung
3 2 1.25
f’<t = ;) =|-4]- g -1]=1-3125]|.
-1 1 —1.875

8. Gegeben sind die Punkte A (—2|1|1) und B (1| — 3| — 1). Berechnen Sie den Durchsto-
sspunkt der Geraden g = g(AB) und der Ebene E : 2x — 3y + 6z — 21 = 0.

Lésung: Setze die Geradengleichung in die Koordinatengleichung der Ebene ein. Man findet

1

2-2+3) - 3(1—4t) +6(1-20) =21 =  t=-

Den Durchstosspunkt findet man durch Einsetzen in die Geradengleichung

R A e W SO A Y
()5 () ()
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9. Gegeben ist der Punkt P (2| — 3| — 1). Stellen Sie die Koordinatengleichung der Ebene
1

E auf, die durch den Punkt P geht und zum Vektor 77 = | —2 | normal steht.
4

Losung: Die Paramter a, b und ¢ in der Koordinatengleichung F : ax + by + ¢z = d sind gegeben
durch die Komponenten des Normalenvektors 7. Durch einsetzen des Punktes P finden wir d:

d=azx+by+cz=1-2—-2-(-3)+4-(-1) =4.

Somit ist die Koordinatengleichung F : x — 2y + 4z = 4.

10. Gegeben ist der Punkt P (—6|10|16) und die Gerade

6 -8
g:rT=\4]+t]| 4
0 8

Stellen Sie die Koordinatengleichung der Normalebene N durch den Punkt P zur Geraden
g auf.

Lésung: Der Normalenvektor der Ebene N ist gegen durch den Richtungsvektor der Geraden g. Die
Paramter a, b und ¢ in der Koordinatengleichung N : ax + by + cz = d sind deshalb gegeben durch
a = —8, b =4 und ¢ = 8. Durch einsetzen des Punktes P finden wir d:

d=ar+by+cz=-8-(—6)+4-10+8-16 = 216.

Somit ist die Koordinatengleichung N : —8x + 4y + 8z = 216 oder gekiirzt mit 4 durch N :
—2x +y+ 2z = 54.
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Stochastik

1. Eine Urne enthélt rote und weisse Kugeln.Insgesamt befinden sich 40 Kugeln in der Urne.
Es werden zwei Kugeln ohne Zurticklegen aus der Urne gezogen. Die Wahrscheinlichkeit
dabei zwei weisse Kugeln zu ziehen, betrigt P(E) = 2%. Wie viele weisse Kugeln befinden
sich in der Urne?

Losung: Es seien zu Beginn w weisse Kugeln in der Urne. Die Wahrscheinlichkeit, zwei mal
nacheinander eine weisse Kugel zu ziehen, ist gegeben durch

w w-—1 . 9 Mitternachtsformel

40 39 20

w e {—26,27}.

Somit befinden sich zu Beginn 27 weisse Kugeln in der Urne.
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